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Bemerkung zu einem Satz von S. Kaczmarz 
- K Á R O L Y T A N D O R I 
Für ein orthonormiertes System <p = {<pk0t)}~ im Intervall (0,1) bilden wir 
die Lebesgueschen Funktionen 
i „ 
LniSP, x) = f 2 <Pk(.x)<pk(t) 
k=1 
dt (n = 1,2,...). 
S.KACZMARZ [2] hat bewiesen, daß im Falle 
(1) L.(q>; x) = 0(1) (*€(0, 1); n = 1, 2, ...) 
und für a= {a k } i d l 2 die Reihe 
oo 
(2) 2 a k9k ( x ) 
k=l 
fast überall in (0,1) konvergiert. 
Weiterhin haben wir in [3] Folgendes gezeigt: 
Ist dann gibt es ein orthonormiertes System (p in (0,1) derart, daß (1) 
erfüllt ist, und die Reihe (2) in (0,1) fast überall divergiert. 
In dieser Note werden wir für diese Behauptung einen einfacheren Beweis geben, 
der sogar noch etwas mehr ergibt. 
Für ein orthonormiertes System cp in (0, 1) bilden wir 
1 
L*(<p\ x) = / max £ <pk(x)<pk(t) dt. -> lglSn k = l 
Offenbar gilt 
Ln((p\x) S L*(cp; x). 
Wir beweisen. 
Satz. Ist a$/2, so gibt es ein orthonormiertes System cp in (0, 1) mit 
(3) L*n(cp\x) = 0(1) (*€(<>, 1); n = 1, 2,...) 
derart, daß die Reihe (2) in (0,1) überall divergiert. 
Eingegangen am 10. April 1979. 
172 K. Tandon 
Bemerkung. Dieser Satz ist eine Verschärfung eines vorigen Resultates von 
Verf. [4]. Nach einem Satz von L. CSERNYÄK [1] gilt im Falle (3) und a£/2 
sup ¿f l* f l » t ( * )|€L l «U) . 
t=i " 1 
Beweis des Satzes. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir 




Af = 2 (1 = 2,3,...). 
* = n ( / - l ) + l 
Mit bezeichnen wir die Indizes k, für die ak=0 ist. Es sei Z(/) 
die Menge der Indizes k mit n(l—Y)<k^n(l) und a^O (1=2, 3, ...). 
Es seien weiterhin Ik(l), Jk(l) (k£Z(l); 1=2,3, ...), (/'=1,2, ...) Teilinter-
valle von (0,1) mit den Eigenschaften (für /, lx, /2=2, 3, ...) 
4 , ( 0 0 4 , ( 0 = 0 ( k ^ k ^ Z d l k ^ K ) u 4 (0 = (0,1), 
*e zw 
mes 4 (0 = 4/A? (fcez(O), 4 ( 0 n 4 ( 0 = 0 (fe€Z(/)), 
Jkl(h)^Jk2(h) = 0 (k.ezd,)), fc26Z(/2), (k1 — k2)2+(l1 — l2)2 * 0), 
mes 4 ( 0 = mes 4(0//2 (kdZ(l)), J^C\Jh = 0 (ix, i2 = 1, 2, ...; ^ ^ i2). 
Unter den obigen Bedingungen kann man solche Intervalle leicht angeben. 
Es sei (p = {cpk(x)}~ ein orthonormiertes System von Treppenfunktionen in 
(0, 1) mit den Eigenschaften 
\A,/ak • l, *<E4(0 
(•k€Z(l)), (l-l/P)/|/mes4(0, * 6 4 ( 0 
0, sonst 
Jl/j/mes/,-, x€/, 1 ,. , » . 
= sonst} = 
Ein solches System kann leicht angegeben werden; man hat die Gruppe der Funk-
tionen <p„(i-i)+i(x),..., <p„(i)(x) durch Rekursion zu definieren. 
Es sei xÇ(0,1). Auf Grund der Definition der Intervalle 4 (0 , 4 und der 
Funktionen <pk(x) gibt es einen Index /0 derart, daß 
(5) x<f(G U 4 ( o ] u ( U 4 ) -
V=/ 0 *€Z (0 ' i 
k,=-n(l0-1) 
Ist /s/0, dann gibt es auf Grund von (5) und der Definition von <pk(x) einen Index 
k(x, l)£Z(l) mit 
v(/) 
2 ak<Pk(x) = |fl*(*,i)%ix./)WI = Aill - 2'll 
Daraus folgt, daß die Reihe (2) im Punkt x divergiert. 
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Es sei x£(0,1). Auf Grund der Definition der Intervalle Ik(l), Jk(l), J¡ und 
der Funktionen (pk(x) gibt es für jedes / einen Index k(x, l)£Z(l) mit xZIk(xl); 
weiterhin existieren Indizes l0, k0(x, /0)(£Z(/0)) und i0 mit x£Jk¡¡(xy, x£J¡o. Dann 
gilt für jedes n 
max 
l S s S n = 21 <Pk(x, I) (x) <pk(x, I) (Ol + l<Pko(x,i„) ( * ) <PMX, , M +1 (pki (x)cpk¡(t) I. 1=2 
2<Pk(x)(pk(t) 
i=i 







^ 2{\<Pk(x,i)(x)\ f l<Pk(x,i)(.t)\dt+\<pk(Xil)(x)\ f \<pk(x,n(t)\dt) + 
1 = 2 j r 
k(x, I ) ^ X c C x » ! ) 
+ / \<Pk0(x,io)iO\dt + \(pko(x,la)(x)\ f |<PM*,¡„)(0I dt + 
rk0(.x,l0) \(x,I0) 
+ Ko(X>l f\<Pkio(.t)\dt = 
= 2 (zu ~~/2mes jrk(x,i)0) + - — - 1 /n1/2 . — rnes Jk(x,(/)] + 
+ (1 - 1 / ® V * 1 — 4 — mes / ^ „ , . , ( 0 + 
r mes A„(x, (0) Co) io) 'o 
- | - w 2 } ) + ( I - ¿ R + D - m+1 ^ 3 ( l + 1 1 ) < 
Damit haben wir bewiesen, daß (3) für das System cp erfüllt ist. 
Schriftenverzeichnis 
{1] L. CSERNYÁK, On sériés of orthogonal functions, Analysis Math., 1 (1975), 9—18. 
[2] S. KACZMARZ, Sur la convergence et la sommabilité des développements orthogonaux, Studio 
Math., 1 (1929), 87—121. 
[3] K . TANDORI, Ergänzung zu einem Satz von S. Kaczmarz, Acta Sei. Math., 28 (1967), 147—153. 
[4] K. TANDORI, Bemerkung zu einem Satz von G. Alexits und A. Sharma, Acta Math. Acad. Sei. 
Hungaricae, 33 (1979), 391—394. 
BOLYAI INSTITUT 
UNIVERSITÄT SZEGED 
ARADI VÉRTANÚK TERE 1 
6720 SZEGED, UNGARN 
